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Soit -4 un anneau commutatif unitaire. Dans [2], on associe a une theorie 
de torsion hereditaire sur mod(A) une partition admissible du Spec(A). 
Dans ce travail nous Ctudierons les theories de torsion hereditaires pour 
l.h.-anneaux commutatifs [7], en ce qui concerne les partitions admissibles. 
On donne des conditions suffisantes pour un anneau, dans lesquelles toute 
theorie de torsion soit semi-centree ou bien-cent&e. Ainsi, on generalise 
certains resultats de [2], qui sont don& pour les anneaux noetheriens. 
1. DEFINITIONS, ~\OTATIONS ET I&JLTATS PR~LIMINAIRES 
Soit A un anneau commutatif unitaire. &ant don&e la topologie additive 
T sur A, nous noterons par 7 la classe des A-modules M, tels que arm(x) E T 
pour tout x E M. Alors F est une sous-cadgorie localisante de mod(A) [4]; 
de plus, F est une classe de torsion pour une thiorie de torsion hereditaire 
(.Y, 9). Reciproquement, si (3,s) est une theorie de torsion hereditaire, 
alors I’ensemble des ideaux: 
est une topologie additive sur A. 
Soit Spec(A) le spectre premier de -4, c’est-a-dire l’ensemble des ideaux 
premiers de A. Si (F, 9) est une theorie de torsion herkditaire sur mod(A) 
alors pour tout ideal premier p de A on a que: ou A/p E F, ou Alp E 9. Done, 
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d’aprb [2], a la theorie de torsion (9, 9) on associe une partition admissible 
(8, 5) du Spec(A), oh: 
et 
U = {p E Spec(A), A/p ES} 
5 = (p E Spec(A), A/p E 9}. 
Rappelons que, en general a une partition admissible du Spec(A) on peut 
associer plusieurs theories de torsion [2, Chap. I, Theorem 5.21. 
Soit maintenant, une famille (T&, de topologies additives sur A; alors 
&, Ti est de mCme, une topologie additive. 
Si p est un ideal premier de A, alors nous noterons par: 
T, = {a; a est ideal de A tel que a ‘p}; 
T, est une topologie additive. 
M etant un A-module, noterons par: 
Ass~(M) = {p E Spec(A); il existe x E M, x # 0 tel que p soit minimal avec 
la propriete p 2 arm(x)] 
Ass,(M) s’appelle l’assassin faible de 1V. De m&me, par Ass(M) on note 
l’assassin de M et par Supp(M) le support de M. 
Quelques proprietes concernant ces sous-ensembles du Spec(A) on peut 
les trouver, par exemple, dans [I]. 
Soient (F, 9) une theorie de torsion hereditaire, T la topologie additive 
et (T, F) la partition admissible associees a (F, 9). Dans [2, Chap. I, 
Theorem 3.51 on demontre que si M est un A-module de torsion alors tout 
ideal p E Spec(A) appartient a Y. En general, il n’est pas vrai qu’un A-module 
M tel que Supp(M) est contenu dans .F, soit un A-module de torsion: 
DEFINITION 1.1. Soient A un anneau commutatif, (9,s) une theorie 
de torsion herbditaire, (U, IF) la partition admissible et T la topologie asso- 
ciees a (7,s). La theorie de torsion s’appelle semi-centree si 9 coincide 
avec I’ensemble des modules M tels que Supp(M) est contenu dans T. On 
dit encore que la topologie T est semi-cent&e. 
11 est clair qu’une topologie T est semi-centree si et seulement si 
T = f-b T, . 
Avec les m&mes notations on a qu’un A-module M tel que Ass,(M) soit 
contenu dans IF, appartient a s. 
DEFINITION 1.2. Une theorie de torsion (5, 9) s’appelle bien-centree 
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si 9 coincide avec la classe des A-modules M tels que Ass,(M) est contenu 
dans IF. 
On peut demontrer que toute topologie bien-centree est semi-cent&e 
[2, Chap. I, Theorem 4.21. En general, la reciproque n’est pas vraie. Dans 
[2, Chap. I, Theorem 4.31 on demontre qu’elle est vraie pour les anneaux 
noetheriens. ?Jous demontrerons que la reciproque est vraie pour des classes 
generalles d’anneaux. 
2. LES R~SULTATS PRINCIPAUX 
Suivant [7, Section 5.50, ex. 51, un anneau commutatif A s’appelle l.h.- 
anneau si pour tout A-module non nul iW, Ass(M) est non vide. 
PROPOSITION 2.1. Soit A un I.h.-anneau commutatif. Alors toute thiorie 
de torsion hbrbditaire est semi-centke. 
Dkmonstration. Soit (F, g) une theorie de torsion hereditaire et (8, F) 
la partition admissible associe. 11 suffit de montrer que, si M est un A-module 
tel que Supp(M) !Z T, alors iW est de torsion. Mais sinon, le sous-module de 
torsion t(M) de M ne coincide pas avec 171 et done L%Z,h(M) est un A-module 
saris torsion non nul. Par suite, il existe un ideal p dans Ass(iM/t(M)) et p 
appartient a F; mais aussi p E Supp(M/t(M)). Comme Supp(M/t(M)) est 
contenu dans Supp(M) on a que p appartient a Supp(M), ce qui contredit le 
fait que Supp(M) est contenu dans T. 
Dans [6], on demontre que si A est un anneau noetherien commutatif, 
alors toute topologie additive est semi-centree; rtmarquerons que essentiel- 
lement, la demonstration utilise a moins que A est un l.h.-anneau. 
COROLLAIRE 2.2. Tout l.h.-anneau commutatif est un f-anneau [7, Sec- 
tion 5.5, ex. 71. 
Classes importantes de l.h.-anneaux sont, d’apres comme resulte de 
[7, Sect. 5.5, Theorem 5.16; Sect. 5.6, Theorem 6.41, les anneaux semi- 
noetheriens et semi-artiniens. 
LEkfhqE 2.3. Soient A un l.h.-anneau commutatif, d!! un A-module non nul 
et a un &ment de A. Alors I’homothktie de rapport a est injective si et seulement 
si a n’appartienne h aucun idial premier assock+ & M. 
La demonstration est completement analogue a celle de [l, Chap. IV, 
Sect. 1, Cor. 21, qui utilise seulement, le fait que Ass(M) est non vide. 
D’ici et d’aprts [l, Chap. IV, Sect. 1, Ex. 17(b)] il resulte: 
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PROPOSITION 2.4. Soknt A un I.h.-anneau commutatif et M un A-module. 
Alors, on a: 
u P= u P 
zsAss,(M) QEASS(M) 
A Ctant un l.h.-anneau commutatif, nous donnerons des conditions dans 
lesquelles une theorie de torsion hereditaire sur mod(A) soit bien-centree. 
D’abord, nous donnerons: 
D~FIKITION. On dit qu’un A-module M a la propritte (*) si pour tout 
ideal premier p tel que p C lJneASS(M) q, il existe un ideal q E Ass(M) tel que 
P cq. 
11 est clair qu’un A-module de type fini M sur un anneau noetherien A, 
a la propriete (*), parce que Ass(M) est fini. De m&me, les modules sur 
C.P.-anneau ont la propriete (*). Rappelons que d’aprb [8] un anneau 
s’appelle C.P.-anneau si pour tout ideal a d’anneau et toute famille {pi} 
d’ideaux premiers tels que a C U,p, on a a C pi , pour certain i. Autres 
resultats importants sur ces anneaux sont donnes dans [7, Sect. 5.51. 
PROPOSITION 2.5. Soient A un l.h.-anneau commutatif et (F-, 9) une 
theorie de torsion hkeditaire tel que tout A-module cyclique saris torsion ait la 
prop&% (*). Alors (F, F) est biers-centree. 
Demonstration. Si (U, F) est la partition admissible associte a (F, F), 
alors il suffit demontrer que, si M est un A-module sans torsion, AssXM) 
est contenu dans 5. Par suite, soit M de .F et p E Ass,(M); alors p > 1 = 
arm(x), x E M, x # 0 et p est premier minimal qui contient 1. Parce que 
A/l est isomorphe a Ax, resulte que A/l E fl. 11 est clair que Ass(A/l) C IF 
et de plus, p ~Ass~(A/l). M ais d’aprits la proposition precedente: 
.~A$kd~ = " ' class 
Comme Ax E 9, il a la propriM (*) et done il existe q E Ass(Ax) tel que 
I’idCal p soit contenu dans q. Parce que q E F et la partition (T, IF) est admis- 
sible, on en deduit p E IF. 
COROLLAIRE 2.6. Soit A un l.h.-anneau commutatif tel que tout A-module 
cyclique ait la prop&e (*). Alors il existe une bijection entre les partitions 
admissibles du Spec(A) et les theories de torsion sur mod(A). En plus, toute 
theorie de torsion hereditaire est biers-centree. 
Demonstration. Nous demontrerons que, si (8, IF) est une partition 
admissible du Spec(A) alors a cette correspond une seule theorie de torsion 
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(F, F), oh 9 est la classe des A-modules AZ tels que Ass#V) soit contenu 
dans T et 9 est la classe des A-modules M tels que Ass,(M) soit contenu 
dans IF. Compte tenu de celles ci-dessus, il suffit de montrer que pour un 
A-module M, Supp(M) _C T si et seulement si Ass,(M) C T. En effet, si 
Supp(M) C T alors Ass,(rW) _C T. Soit, maintenant, Ass&V) _C U et 
p E Supp(M); il est clair qu’existe 4 E Ass,(M) tel que Q C p. Et comme la 
partition (8, F) est admissible on a p E U. 
COROLLAIRE 2.7. Si A est un anneau commutatif, parfait et salts torsion, 
tout A-module plat est saris torsion. 
D’aprb [7, Sect. 5.6, Theorem 6.4 et 6.71 il resulte que A est un l.h.-anneau 
et Spec(A) est fini. Par suite, tout A-module a la propriM (*). Si M est un 
A-module plat on a Ass,(M) _C Ass,(A) [5, Chap. II, Cor. 2.3]. 
Remarquons que, si A est un l.h.-anneau commutatif tel que tout 
A-module cyclique a la propriete (*), S C A une partie multiplicative de A 
et (9, 9) une theorie de torsion htreditaire, alors pour tout A-module de 
torsion (resp. sans torsion) M, S-iM est de torsion (resp. sans torsion). De 
plus, si M est un A-module, on a: F(t(M)) = t(SI:M). 
Les resultats demontres dans ce travail pour I.h.-anneaux donnent, en 
particulier, certains resultats de [2], d onnes pour le cas noetherien. De m&me, 
on obtient quelques r&&tats sur les l.h.-anneaux qui sont C.P.-anneaux. 
Comme nous avons remarque ci-dessus, des classes importantes de l.h.- 
anneaux sont les anneaux semi-noetheriens et semi-artiniens. Les anneaux 
semi-noetheriens qui sont C.P.-anneaux sont consider& dans [7, Sect. 5.51. 
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